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Аннотация

На базе разработанного метода оценки параметров агрегированной производственной 
функции, используемой для расчета динамических нормативов и построения интегральных 
показателей результативности функционирования социально-экономических систем, рассмотрен 
трехмерный случай. Агрегированная производственная функция определяется квадратичной 
сверткой производственных функций результатов функционирования элементов подсистемы 
и их корреляционной матрицы. Параметры агрегированной производственной функции 
определяются из решения задачи максимизации функции правдоподобия случайной величины –  
агрегированных по аналогичному правилу остатков производственных функций. На примере 
проектной подсистемы в рамках пространственно-временной классификации социально-
экономических систем Г.Б. Клейнера получены скорректированные значения параметров 
функции, включающей степенные мультипликативные модели связи объема вало-вого 
регионального продукта для разделов F (строительство), G (оптовая и розничная торговля),  
K (финансовая деятельность) по ОКВЭД 2 и стоимостью основных производственных фондов 
(всего для раздела K, для разделов F и G), среднегодовой численностью занятых (для разделов 
F и G) и среднегодовой численностью населения (для раздела K), построенные по данным 
за 2015–2020 годы (разделы G, K) и 2018–2020 годы (раздел F) для областей Центрального 
федерального округа. В качестве инструментальных средств были использованы программный 
комплекс «ЭФРА» и программный проект на языке Python. Полученные результаты могут быть 
использованы региональными органами управления при оценке результатов функционирования 
областей и формировании соответствующих нормативов в краткосрочном периоде. 
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Введение

При оценке результатов функционирования 
региональных социально-экономических 
систем (РСЭС) используют как частные, так 

и интегральные индикаторы, последние из которых 
сводятся к агрегированию результативных призна-
ков элементов СЭС, в том числе в задачах выявле-
ния значимых факторов, моделирования и прогно-
зирования социально-экономических процессов 
[1, 2] в контексте устойчивого, сбалансированного 
развития [3]. В большинстве случаев агрегирование 
осуществляется в форме средних и средневзвешен-
ных различных типов [4–7], либо c использованием 
общепризнанных (анализ среды функционирования 
[8, 9], компонентный анализ [10, 11]) и специальных 
алгоритмов построения интегральных показателей 
[12, 13] с анализом корректности их построения [14]. 
В качестве частных индикаторов оценки функцио-
нирования РСЭС, входящих в состав интегрального 
показателя, чаще всего используют объем валового 
регионального продукта по соответствующим видам 
экономической деятельности в рамках сектораль-
ной [15] или пространственно-временной [16] клас-
сификаций социально-экономических подсистем 
для оценки сбалансированности функционирова-
ния регионов – субъектов РФ. Согласно простран-
ственно-временной классификации Г.Б. Клейнера 
СЭС включает подсистемы четырех типов: объект 
(ограничена в пространстве, не ограничена во вре-
мени), среда (не ограничена ни в пространстве, ни 
во времени), процесс (не ограничена в простран-
стве, ограничена во времени), проект (ограничена 
в пространстве и во времени). Региональную про-
ектную подсистему можно представить в виде трех 
элементов, каждый из которых есть совокупность 
экономических единиц – институциональных еди-
ниц – резидентов региона (в терминологии системы 
национальных счетов), вносящих вклад в объем 
валового регионального продукта (ВРП) по разде-
лам F (строительство), G (оптовая и розничная тор-
говля), K (финансовая деятельность) в соответствии 
с общероссийским классификатором видов эконо-

мической деятельности (ОКВЭД). Вторая редакция 
ОКВЭД 2 используется с 2017 года, ранее применя-
лась ОКВЭД 1. 

С целью моделирования и прогнозирования зна-
чений частных показателей – результатов функци-
онирования элементов РСЭС – используют моде-
ли связи результативных и факторных признаков 
в виде экономико-статистических моделей – про-
изводственных функций (ПФ), устанавливающих 
зависимость между объемом выпуска и факторами 
производства, в том числе линейные [17, 18], ква-
дратичные [19], логарифмические [20], транслога-
рифмические, построенные на базе функции Коб-
ба-Дугласа [21], трансцендентные [22], степенные 
мультипликативные (наиболее часто встречаются 
в публикациях), в том числе с учетом инноваци-
онной составляющей [23] и др. Выбор функцио-
нальной формы моделей чаще всего определяется 
исследователем на основе проверки набора стати-
стических гипотез. Также можно ввести и дополни-
тельные критерии выбора, связанные, например, 
с качественным содержанием модели и приорите-
тами центров управления РСЭС в случае, если мо-
дели используются для установки нормативов [24]. 
Для оценки их параметров традиционно исполь-
зуют обычный (OLS) и обобщенный методы наи-
меньших квадратов (GLS) и метод максимального 
правдоподобия (MLE). 

Для подсистемы СЭС, характеризуемой набором 
моделей, ее интегральная оценка требует агреги-
рования соответствующих моделей функциониро-
вания элементов, в простейшем случае определя-
емой их простой или средневзвешенной суммой. 
Однако, в силу наличия взаимосвязей между эле-
ментами, процедура поиска параметров модели, 
характеризующей результат функционирования 
подсистемы в целом, – параметров агрегированной 
производственной функции (АПФ), уже становит-
ся неочевидной. 

В авторской работе [25] представлен метод оцен-
ки параметров АПФ, апробированный на примере 
двухкомпонентной АПФ. В данной статье мы наце-
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лены на применение метода для трехмерного случая, 
когда агрегированная производственная функция 
определяется квадратичной сверткой трех производ-
ственных функций, каждая из которых характери-
зует результаты функционирования элемента трех-
элементной подсистемы СЭС. На примере оценки 
результатов функционирования проектных подси-
стем регионов Центрального федерального округа 
мы проверяем гипотезу о возможности использова-
ния метода для уточнения параметров агрегирован-
ной производственной функции на базе программ-
ного комплекса «ЭФРА» [26], а также специально 
разработанного на Python программного проекта.

1. Методология оценки результатов 
функционирования подсистемы  

и построения агрегированной  
производственной функции 

Для оценки результатов функционирования 
подсистемы СЭС предложено использовать ин-
тегральный индикатор, обладающий свойствами 
монотонности, тождественности, соизмеримости, 
безразмерности и транзитивности, а также учиты-
вающий взаимосвязи между элементами [27]:

        ,	 (1)

где ,  – соответствующие значения парн-
ого коэффициента корреляции между i1-ми ,  

 и i2-ми ,  переменными (результатив-
ные признаки соответственно фактические и ожи- 
даемые (нормативные), значения последних в 
период времени t, определяются с помощью про-
изводственной функции (ПФ)) (i1, i2 = 1, ..., I ), I –  
число результативных признаков подсистемы 
k типа sq

 

); индекс «0» показывает, что значения 
переменных приведены к шкале от 0 до 1 посредст- 
вом преобразования стандартизованных (центри-
рованных и нормированных) величин абсолютных 
значений:

    .	 (2)

Здесь  – yi,  ; «  » – означает, что переменные 
(будем считать их случайными величинами) цен-
трированы и нормированы:

                  ,	 (3)

где ,  – среднее и стандартное откло-
нение объединенной по k и t выборки.

Если значение показателя больше или равно еди-
нице, то функционирование подсистемы можно 
считать удовлетворительным. Аналогично (1) стро-
ятся и частные показатели результативности, опре-
деляемые отношением приведенных к шкале от 0 
до 1 фактических и нормативных значений (вычис-
ленных по производственной функции (ПФ)) в со-
ответствии с правилами (2) и (3).

Выражение, стоящее в знаменателе (1), есть 
агрегированная производственная функция (АПФ), 
образованная квадратичной сверткой производ-
ственных функций результативных признаков i1, i2 
и соответствующей матрицы корреляций.

Связь между значениями результативных при-
знаков и факторами можно представить как [25]:

                   
,	 (4)

где k – номер элемента совокупности (k = 1, ...,  
K  N);
t – время наблюдения k-того объекта совокупности 
(t = 1, ..., T  N);
i – индекс случайной величины (i = 1, ..., m  N);
Ci, j – параметры функции ;

 – значения стохастической случайной составля-
ющей :

            	 (5)

С целью устранения влияния единиц измерения 
будем рассматривать стандартизованные случай-
ные величины  с совместной плотностью распре-
деления вероятностей:

      ,	 (6)

где ,  – соответственно определитель и алге-
браические дополнения корреляционной матрицы  

, элементами которой являются парные коэф-
фициенты корреляции; . 
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Тогда плотность распределения вероятностей 
случайной величины  – агрегированных случай-
ных величин – будет определяться как:

        ,	 (7)

где область интегрирования D зависит от комбина-
ции .

Будем рассматривать D в виде квадратичной 
свертки в двух вариантах:

            ,	 (8)

                               .	 (9)

Соотношение (8) соответствует разности числи-
теля и знаменателя выражения (1), используемого 
для расчета интегрального показателя результа-
тивности.

Для упрощения вычислений необходимо ква-
дратичную форму привести к каноническому виду 
посредством вычисления собственных чисел и соб-
ственных векторов, либо воспользоваться методом 
Лагранжа.

Для двумерного случая получено аналитическое 
выражение плотности распределения вероятностей 
[25]. Для трехмерного случая выражение плотности 
может быть представлено в квадратурах в сфериче-
ской системе координат [28]:

            	 (10)

где c11 = K11; 

            
;	

 ;

               	

 – элементы обратной матрицы кова-
риаций.

В первом случае параметры агрегированной про-
изводственной функции  могут быть опреде-
лены посредством МНК (OLS) или ММП (MLE), 
примененных для каждой из рассматриваемых ПФ 

. Во втором случае параметры АПФ нахо-
дятся с помощью MLE для плотности вида (7) с 
функций правдоподобия :

                 	 (12)

Максимум (12) определяется по  (параметры 
стандартизованной i-той ПФ) с ограничениями вида:

                 ,	 (13)

где  – значения случайной величины , 
вычисленные для , определенных по (12); 
[part] (partial) – значения случайной величины, 
рассчитанные с использованием .

Представленный метод позволяет уточнить пара-
метры АПФ посредством решения задачи оптимиза-
ции, при совместном поиске коэффициентов моде-
лей, что дает возможность повысить достоверность 
оценок при построении нормативных значений ре-
зультатов функционирования подсистемы СЭС.

2. Концептуальная схема  
и алгоритм реализации метода

Для поиска первоначальных значений параме-
тров моделей используется программный комплекс 
«ЭФРА», который позволяет найти коэффициенты 



БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА   Т. 16  № 3 – 2022

11

и провести ряд статистических тестов, обосновыва-
ющих возможность применения моделей для разра-
ботки нормативов или прогноза, в том числе оценку 
значимости модели (по критерию Фишера), оценку 
значимости параметров моделей (критерий Стьюден-
та), проверку на отсутствие гетероскедастичности (по 
коэффициенту ранговой корреляции Спирмена). 

Концептуальная схема метода для трехмерного 
случая представляет собой пять обобщенных бло-
ков (рис. 1), которые реализуют соответствующий 
алгоритм в программном проекте (модуле) на язы-
ке программирования с открытым исходным кодом 
Python [29]. 

Для работы программного модуля необходимо 
подключение дополнительных библиотек Python: 
numpy, pandas, scipy, matplotlib, opnpyxl и datetime.

Базовый файл main.py подгружает дополнитель-
ные модули, а также содержит первоначальные па-
раметры моделей для запуска соответствующих бло-
ков алгоритма. 

Первый блок предусматривает загрузку данных 
и первоначальных значений параметров моделей. 
С этой целью разработан файл InputData.py, содер-
жащий класс InputData, в котором осуществляется 
загрузка данных из специальным образом сформи-
рованного файла статистических данных формата 
*.xlsx с полями названий элементов, периодов оцен-
ки, признаков. Класс, как и другие классы проекта, 
содержит функцию __init__(), содержащую пере-
менные данных и количество наблюдений. В функ-
цию datainput передаются параметры начального и 
конечного периода оценки, названия результатив-
ного и факторных признаков. По входным параме-
трам осуществляется выборка из файла данных.

Второй блок обеспечивает выполнение следую-
щих функций, включенных в файл Models.py с од-
ноименным классом Models.

1. Формирование степенных мультипликатив-
ных моделей ПФ согласно (4) в абсолютном и ло-

гарифмированном видах посредством добавления 
в текст программы соответствующих функций def 
с передаваемыми значениями факторов и коэффи-
циентов моделей: def func_abs(self, y, x1, x2, a0_3), 
def func_std(self, x1, x2, a0_3), где y – результатив-
ный признак, x1, x2 – факторные признаки, a0_3 –  
коэффициенты моделей. 

2. Построение агрегированных случайных ве-
личин – остатков агрегированной АПФ, опреде-
ленных соотношением (8) – 2 функции integr_std  
(self, y, y_teor, m = 3) и residuals(self, y, y_teor) и фор-
мулой (9) – 1 функция def integr_std_y_y_teor(self, 
y, y_teor, m = 3). Здесь m = 3 – число передаваемых 
переменных – результативных признаков; y, y_teor –  
фактические и рассчитанные по моделям ПФ зна-
чения результативных признаков, представленных в 
виде массива для трехмерного случая (содержит три 
переменных). Функции, помимо значений агреги-
рованной случайной величины, возвращают сумму 
квадратов остатков и матрицу корреляций  для 
случая, когда значения элементов  вычисляются 
на каждой итерации решения задачи оптимизации 
по набору изменяемых параметров модели a0_3,  
соответствующих Ci, j .

3. Функция res_test(self, mu, sigma, size, m  =  3)  
генерирует набор нормально распределенных слу-
чайных величин, со средним mu, стандартным  
отклонением sigma и объема size.

Третий блок представлен файлом Distribu- 
tionDensity.py, содержащим класс DistributionDen-
sity, назначение которого – вычислять плотность 
распределения трехкомпонентной агрегированной 
случайной величины. Данный модуль содержит 
следующие функции.

1. Подынтегральная функция def UnderIntFuncti
onQuadraqticForm(self, theta1, theta2, r_3, z), которая 
соответствует формулам (10) и (11) с переменными 
углов theta1, theta2 и z – значениями агрегирован-
ной случайной величины .

Рис. 1. Концептуальная обобщенная схема алгоритма.

Загрузка данных  
и параметров 
моделей

Построение 
моделей

Построение  
плотности  
распределения

Проведение 
оптимизации  
и тестирование

Вывод 
результатов
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2. Подынтегральная функция def UnderIntFunc-
tionLA(self, theta1, theta2, r_3, z, m = 3), позволяю-
щая преобразовать подынтегральное выражение 
в формуле (7) к каноническому виду посредством 
вычисления собственных чисел и собственных век-
торов корреляционной матрицы . Функция мо-
жет быть расширена на случай m переменных за 
счет встроенного цикла формирования двойной 
суммы в (7).

3. Функция Density_3var(self, bins, r_3, t = 1) вы-
числяет двойной интеграл в (7), для значений 
bins – . Переменная t, которая может быть рав-
на 0 или 1, отвечает за выбор подынтегральной 
функции UnderIntFunctionQuadraqticForm или 
UnderIntFunctionLA.

Четвертый модуль представлен двумя файлами: 
ObjectiveFunction.py и TestFunction.py. 

Первый файл содержит в себе класс Objecti-
veFunction, предназначенный для формирования  
целевой функции objective_func_SearchParame-
ters_3var(a) и системы ограничений: а) верхние и 
нижние границы изменения параметров a – пара-
метров агрегированной производственной функции 
lb и ub, значения которых вычисляются с помощью 
«ЭФРА»; б) система нелинейных ограничений, со-
ответствующих выражению (13) – def inequality_con-
straint_3var(a). Причем вычисление правой части не-
равенства (13) вынесено в отдельную функцию f01() 
с целью сокращения времени выполнения алгорит-
ма, то есть однократного расчета f01() и передачи ре-
зультата в систему нелинейных ограничений (13).

Второй файл содержит класс TestFunction, в 
котором представлены 2 функции тестирования:  
а) def hi2(self, res, alfa = 0,05) проверяет ряд остатков 
res ( ) на соответствие нормальному закону рас-
пределения по критерию ; б) hi2_plotn_3var(self, 
res, r_3, alfa = 0,05) проверяет ряд остатков res ( )  
на соответствие закону с плотностью распределе-
ния вероятностей (7) по критерию . Переменная 
alfa задает уровень значимости критерия. Разбие-
ние выборки на интервалы для подсчета частот рас-
пределения может быть осуществлено автоматиче-
ски либо с использованием формулы Стерждесса 
(n  =  1  +  np.trunc(3,322  *  np.log10(n_res))), np.trunc 
отсекает дробную часть, np.log10 – десятичный ло-
гарифм, n_res – число наблюдаемых значений . 

Пятый блок вывода реализуется посредством 
главного файла main.py, в котором запускаются 
процедуры оптимизации, тестирования и постро-
ения графиков частот , нормального распределе-
ния и распределения с плотностью (10).

Для проведения оптимизации применяется 
встроенная функция minimize из библиотеки Scipy. 
В качестве базового алгоритма используется метод 
SLSQP (Sequential Least SQuares Programming) [30]. 
Результаты оптимизации выводятся в консоль и в 
текстовый файл *.txt. Модели со скорректирован-
ными параметрами тестируются на соответствие 
нормальному закону и закону с плотностью, опи-
сываемой формулой (7), и вводятся в консоль.

Архитектура проекта представлена на рис. 2.

Рис. 2. Архитектура проекта.

В директории venv устанавливаются необходи-
мые библиотеки Python. При этом проект изоли-
руется от остальных проектов за счет создания соб-
ственного виртуального окружения.

Таким образом, разработанный модуль Python 
в сочетании с программным комплексом «ЭФРА» 
позволяет: скорректировать параметры произ-
водственных функций и агрегированной произ-
водственной функции, протестировать гипотезу о 
соответствии ряда остатков заданным законам рас-
пределения с помощью критерия  на базе разрабо-
танного метода оценки параметров АПФ для трех-
мерного случая. 

3. Результаты реализации  
метода оценки параметров 
трехкомпонентной АПФ  

на примере регионов ЦФО

3.1. Тестирование на модельных данных

Первоначально для тестирования работы алго-
ритма и проверки гипотезы о соответствии агреги-
рованной случайной величины по (9) закону распре-
деления с плотностью, определяемой соотношением 

Search 
Parameters

venv...
DataImport_BD.xlsx
DataInput.py
DistributionDensity.py
main.py
Models.py
ObjectiveFunction.py
Results.txt
TestFunction.py
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(7), были сгенерированы три нормально распреде-
ленные случайные величины  N(0; 1) объема 50, 
100, 1000 и 10000 наблюдений (рис. 3).

Из рисунка 3 видно, что при увеличении числа 
наблюдений уровень значимости для нормально-
го закона падает, а для закона с плотностью (7), 
наоборот, увеличивается. При этом для выборки 

в 50 наблюдений распределение агрегированной 
случайной величины соответствует и распределе-
нию с плотностью (7) и значимо на уровне 0,091. 
То есть на выборках объема 50 и 100 наблюдений 
нельзя отвергать гипотезы о соответствии как нор-
мальному распределению, так и распределению с 
плотностью (7).

Рис. 3. Частотная диаграмма результатов оценки трехкомпонентной случайной величины с   N(0; 1);  
а) 50 наблюдений, б) 100 наблюдений, в) 1000 наблюдений,  г) 10000 наблюдений;  

p-value – уровень значимости по критерию 2; число интервалов 10.
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в) Остатки (3var): p-value = 0,000 (нормальное распределение),  
p-value = 0,608 (распределение по закону (7)).

а)  Остатки (3var): p-value = 0,688 (нормальное распределение),  
p-value = 0,091 (распределение по закону (7)).

г) Остатки (3var): p-value = 0,000 (нормальное распределение),  
p-value = 0,905 (распределение по закону (7)).

б) Остатки (3var): p-value = 0,351 (нормальное распределение),  
p-value = 0,316 (распределение по закону (7)).
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3.2. Построение моделей  
для проектной подсистемы СЭС

В соответствии с пространственно-временной 
классификацией Г.Б. Клейнера, социально-эко-
номическая система включает четыре подсистемы: 
объектного, средового, процессного и проектного 
типа, взаимодействие между которыми формирует 
уровень системной сбалансированности экономи-
ки [16]. При этом проектная подсистема характери-
зуется объемом валового регионального продукта 
(ВРП) по разделам F (строительство), G (оптовая и 
розничная торговля), K (финансовая деятельность) 
по ОКВЭД 2, ранее по ОКВЭД 1 разделы обозна-
чались как F, G и J соответственно. В этом смысле 
проектная подсистема является трехкомпонентной 
и может служить объектом оценки с применением 
разработанного метода.

Основываясь на ранее проведенных исследова-
ниях [31], в качестве функциональной формы мо-
делей были выбраны степенные мультипликатив-
ные модели, связывающие объем ВРП по разделам 
F(F), G(G), K(J) со стоимостью основных произ-
водственных фондов (всего для раздела K(J), для 
разделов F(F) и G(G)), среднегодовой численно-
стью занятых (для разделов F(F) и G(G)) и средне-
годовой численностью населения (для раздела K), 
представленные формулой (14) и в линеаризован-
ной форме соотношением (15):

                                ,	 (14)

         .	 (15)

Базой для формирования моделей послужили от-
крытые данные Росстата для 17 областей Централь-
ного федерального округа (без Москвы) за период 
с 2007 по 2020 гг. [32]. Все стоимостные показате-
ли были скорректированы на уровень инфляции и 
приведены к уровню 2007 года по формуле: 

                          .	 (16)

Здесь  – уровень инфляции в i периоде (i = 2 соот-
ветствует 2008 году).

Предварительные результаты показали значи-
мость коэффициентов моделей и коэффициента 
детерминации R2. Однако при дальнейшем тести-
ровании моделей и их проверки на адекватность 
по ряду остатков (случайность, равенство 0 мате-
матического ожидания, наличие автокорреляции, 
соответствие нормальному закону распределения, 

тест на гомоскедастичность) объем выборки при-
шлось уменьшить до 2018–2020 гг. (раздел F(F)) и  
2015–2020 гг. (разделы G(G) и K(J)). Результаты 
оценки параметров представлены в таблице 1.

Используя представленный метод, были оцене-
ны параметры АПФ и ПФ в двух вариантах: агре-
гированная случайная величина определялась по 
формулам (9) и (10) с плотностью распределения 
(7) и (11), функцией правдоподобия (13) и огра-
ничениями (14). Объем объединенной выборки за 
период 2018–2020 годы составил 51. При этом ал-
горитм, по которому вычислялась плотность рас-
пределения с использованием собственных чисел и 
собственных векторов для преобразования области 
интегрирования к каноническому виду (функция 
UnderIntFunctionLA), оказался почти в три раза 
медленнее, чем алгоритм, в котором плотность рас-
пределения определялась в квадратурах (функция 
UnderIntFunctionQuadraqticForm), что привело к 
выводу о целесообразности использования метода 
Лагранжа вместо первого варианта при преобра-
зовании переменных к сферическим координатам 
с максимально возможным аналитическим описа-
нием подынтегрального выражения плотности рас-
пределения агрегированной случайной величины.

Результаты оценки моделей представлены в та-
блице 2.

Результаты оценок моделей, представленных в 
таблице 2, показывают, что модели остались адек-
ватными после корректировки их параметров, как 
по первому, так и по второму варианту. 

Результаты оценки агрегированной случайной 
величины и значений функции правдоподобия 
представлены в таблице 3.

Из таблицы 3 видно, что значение функции 
правдоподобия после оптимизации увеличилось на 
4,809% и 7,437% соответственно, что подтвержда-
ет гипотезу об увеличении достоверности прово-
димых оценок с использованием АПФ со скоррек-
тированными после оптимизации параметрами. То 
есть, метод дает возможность установить более обо-
снованные нормативы для результатов функциони-
рования подсистем СЭС, в частности для трехэле-
ментных подсистем. Однако достоверность оценок 
на соответствие агрегированной случайной вели-
чины рассматриваемым законам распределения 
уменьшается, хотя и остается значимой для случая 
г). При использовании , рассчитанной по форму-
ле (8), агрегированная случайная величина ближе 
к нормальному закону, при использовании (9) – к  
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Таблица 2.
Основные статистические характеристики оцененных моделей  

(агрегированная оценка)

Модель C0 C1 C2 R2 νv rnd M(e) DW W rx1 / rx2

F(F)а 90,101 0,253 0,708 0,960 48 26/31 1,241 1,810 0,972 0,140 0,145

p-valueа 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,220 0,050 0,275 0,327 0,310

F(F)б 97,373 0,241 0,715 0,961 48 26/31 1,418 1,869 0,973 0,155 0,151

p-valueб 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,162 0,050 0,291 0,277 0,289

G(G)а 11,961 0,347 0,945 0,970 99 58/57 1,847 1,979 0,969 0,125 0,317

p-valueа 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,010 0,068 0,050 0,017 0,212 0,001

G(G)б 9,578 0,381 0,921 0,974 99 58/59 1,759 1,988 0,973 0,176 0,346

p-valueб 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,082 0,050 0,037 0,077 0,000

K(J)а 0,008 0,283 1,035 0,927 99 58/66 1,355 1,967 0,973 0,072 0,064

p-valueа 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,178 0,050 0,037 0,473 0,520

K(J)б 0,0245 0,181 1,085 0,900 99 58/65 0,607 1,994 0,972 0,068 0,002

p-valueб 0,000 0,039 0,000 0,000 – 0,050 0,545 0,050 0,030 0,494 0,981

а) агрегированная случайная величина определялась по формуле (8); б) по формуле (9).Примечание: 

Таблица 1.
Основные статистические характеристики оцененных моделей

Модель C0 C1 C2 R2 νv rnd M(e) DW W rx1 / rx2

F(F) 93,306 0,248 0,711 0,961 48 26/31 1,182 1,809 0,973 0,141 0,145

p-value 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,243 0,050 0,282 0,322 0,310

G(G) 10,365 0,415 0,838 0,961 99 47/51 1,744 1,953 0,097 0,098 0,222

p-value 0,000 0,000 0,000 0,000 – 0,050 0,084 0,050 0,027 0,326 0,025

K(J) 0,007 0,264 1,077 0,928 99 58/68 1,543 1,944 0,973 0,085 0,099

p-value 0,000 0,001 0,000 0,00 – 0,050 0,126 0,050 0,035 0,395 0,319

буквенные обозначения в первом столбце – модель для раздела по ОКВЭД 2; () – ОКВЭД 1; p-value – уровень 
статистической значимости; С

i
 – значения коэффициентов моделей; R2 – коэффициент детерминации; v – число 

степеней свободы; rnd – критическое (для уровня значимости 0,05) и расчетное количество поворотных точек  
(проверка на случайность ряда остатков); M(e) – t-статистика (проверка равенства 0 математического ожидания 
ряда остатков); DW – критерий Дарбина–Уотсона (проверка отсутствия автокорреляции ряда остатков, значим  
на указанном уровне); W – критерий Шапиро–Вилка (проверка на нормальность ряда остатков); r

xi
 – t-статистика  

по коэффициенту ранговой корреляции Спирмена фактора x
i
 (тест на гомоскедастичность). Ряд остатков строился 

для линеаризованных моделей.

Примечание: 
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закону с плотностью (7). Эти результаты согласуют-
ся с выводами, полученными ранее для двухкомпо-
нентной агрегированной случайной величины [25].

Диаграммы агрегированной случайной величи-
ны, полученной по формулам (8) и (9) с p-value до и 
после оптимизации, представлены на рисунке 4 а), 
б), в), г) соответственно.

Полученные результаты оценки параметров ПФ 
и АПФ были использованы для расчета частных и 
интегрального показателя результативности функ-
ционирования проектной подсистемы областей 
ЦФО за 2018–2020 годы в трех вариантах. Результа-
ты расчета представлены на внешнем ресурсе1.

На рисунке 5 отражены результаты расчета пока-
зателей для Тульской области в 2020 году.

Как видно из рисунка 5, значения показателей, 
вычисленных по различным вариантам, близки 
друг другу, и в первом приближении для оценки 
проектной подсистемы можно использовать оцен-
ки по параметрам, вычисленным для каждого из 
разделов отдельно. В случае необходимости уста-
новления более достоверных нормативов для под-
системы целесообразно корректировать параметры 
АПФ и ПФ с использованием плотности распреде-

ления вида (10), поскольку составленная на ее ос-
нове функция правдоподобия максимальна среди 
остальных вариантов. 

Заключение

В настоящей статье представлен метод оцен-
ки параметров агрегированной производственной 
функции, используемой для расчета нормативов 
результатов функционирования подсистем СЭС, 
реализованный для трехкомпонентной АПФ. От-
личием метода является совместное получение па-
раметров ПФ элементов СЭС, обеспечивающее со-
гласованность ПФ в рамках одной подсистемы. 

Применение метода для областей ЦФО с ис-
пользованием разработанного и протестирован-
ного программного проекта Python позволило 
скорректировать параметры ПФ и АПФ и полу-
чить статистически адекватные модели, которые 
могут быть использованы для построения норма-
тивов элементов проектных подсистем и подси-
стем в целом для областей ЦФО. Это подтвердило 
поставленную ранее гипотезу о возможности ис-
пользования метода для трехкомпонентных под-
систем.

1	  Значения частных и интегральных показателей результативности для областей ЦФО 
за 2018–2020 годы [Электронный ресурс]: https://disk.yandex.ru/i/NWOKIpcJG-sULA

Таблица 3.
Результаты оценки агрегированной случайной величины

Характеристика / АПФ *а ε *б ε *в *г

Ln(L( *)) –69,147 –66,049 –65,821 –61,136

Ln(L *)) – – 3,325 (4,809%) 4,912 (7,437%)

2
norm

10,477 16,800 10,079 39,352

p-value
norm

0,063 0,005 0,073 0,000

2
agg

169,125 7,841 168,701 12,848

p-value
agg

0,000 0,165 0,000 0,025

Примечание: Ln(L( *)) – значение функции правдоподобия; Ln(L( *)) – изменение функции правдоподобия; 2
norm

 – значение  
критерия 2 на соответствие нормальному закону; 2

agg
 – значение критерия 2 на соответствие закону с плотностью (7);  

p-value (
norm, agg

) – уровни статистической значимости соответственно 2
norm

 и 2
agg

; а) *, рассчитанная по формуле (8)  
до оптимизации; б) *, рассчитанная по формуле (9) до оптимизации; в) и г) *, рассчитанные по формулам (8) и (9) 
после оптимизации соответственно.
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Рис. 4. Частотная диаграмма результатов оценки трехкомпонентной случайной величины с i  
а) формула (8) до оптимизации, б) формула (9) до оптимизации, в) и г) формулы (8) и (9) после оптимизации;  

p-value – уровень значимости по критерию 2; число интервалов 6  
(рассчитано по формуле Стерджесса), объем выборки 51.
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a) Остатки (3var): p-value = 0,063 (нормальное распределение),  
p-value = 0,000 (распределение по закону (7)).

б) Остатки (3var): p-value = 0,005 (нормальное распределение),  
p-value = 0,165 (распределение по закону (7)).

г) Остатки (3var): p-value = 0,000 (нормальное распределение),  
p-value = 0,025 (распределение по закону (7)).
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Результаты оценки функционирования областей 
ЦФО за 2018–2020 годы с помощью частных и ин-
тегральных индикаторов могут быть полезны реги-
ональным органам управления для последующего 
анализа и синтеза решений, которые дают возмож-
ность обеспечить соответствие фактических и нор-
мативных значений результативных признаков с 
заданной степенью точности за счет изменения и 

(или) интенсификации использования факторов, 
входящих в разработанные модели. 
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Abstract

A three-dimensional case is considered on the basis of a method developed for estimating the parameters of the 
aggregated production function used to calculate dynamic standards and build integral indicators of the performances 
of the functioning of socio-economic systems. The aggregated production function is determined by the quadratic 
convolution of the production functions of the results of the functioning of the elements of the subsystem and their 
correlation matrix. The parameters of the aggregated production function are determined from solving the problem 
of maximizing the likelihood function of a random variable – the residuals of production functions aggregated 
according to a similar rule. On the example of a project subsystem within the framework of the Kleiner’s spatial-
temporal classification of socio-economic systems we obtained adjusted values of the parameters of a function that 
includes power-law multiplicative models of the relationship between the volume of gross domestic product by region 
for sections F (construction), G (wholesale and retail trade), K (financial activity) according to NACE 2 and the cost 
of fixed assets (total for section K, for sections F and G), the average annual number of employees (for sections F and 
G) and the average annual population (for section K), based on data for 2015–2020 (sections G, K) and 2018–2020 
(section F) for the regions of the Central Federal District. The EFRA software package and Python’s project were 
used as tools. The results obtained can be used by regional authorities in assessing the functioning of the regions and 
the formation of appropriate standards in the short term.

Keywords: socio-economic system, probability distribution density, aggregated production function, model, integral estimation
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