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Аннотация

Целью исследования является разработка методики оценки рыночной стоимости по совокупности 
ценообразующих факторов, подчиняющихся совместному логарифмически нормальному 
распределению. Под совместным логарифмически нормальным распределением понимается 
распределение случайного вектора, логарифмы компонент которого распределены совместно 
нормально. Предложен метод оценки рыночной стоимости по условному распределению цен при 
заданных значениях ценообразующих факторов, а также методы анализа цены предложения с точки 
зрения ее обоснованности, по условному распределению вектора ценообразующих факторов при 
заданной цене предложения. Рассмотрены особенности коэффициента застройки в зависимости от 
площади земельного участка. Приведены дополнительные аргументы в пользу оценки рыночной 
стоимости как моды условных законов распределения цен. Рассмотрен пример многомерного 
логарифмически нормального распределения цены и таких ценообразующих факторов, как 
площадь улучшений (устоявшийся в оценочном сообществе термин, означающий общую площадь 
возведенных на земельном участке зданий и сооружений) и площадь земельного участка на реальных 
данных, т.е. для случая трехмерного случайного вектора. Обоснована формула для определения 
точки абсолютного максимума плотности многомерного логарифмически нормального случайного 
вектора. Полученные результаты могут быть использованы при создании информационных систем 
поддержки принятия решений при оценке объектов недвижимого имущества.

Ключевые слова: рыночная стоимость; логарифмически нормальный закон распределения цен; многомерное 
логарифмически нормальное распределение; оценка недвижимого имущества.

Цитирование: Ласкин М.Б. Многомерное логарифмически нормальное распределение в оценке недвижимого 
имущества // Бизнес-информатика. 2020. Т. 14. № 2. С. 48–63. DOI: 10.17323/2587-814X.2020.2.48.63

АНАЛИЗ ДАННЫХ И ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

https://bijournal.hse.ru/en/2020--2%20Vol.14/374888779.html
https://orcid.org/0000-0002-0143-4164


БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА   Т. 14  № 2 – 2020
49

Введение

О
дним из распространенных методов оценки 
рыночной стоимости объектов недвижимого 
имущества является построение регрессион-

ных зависимостей цены от значений ценообразую-
щих факторов. При этом факторы могут быть как 
качественными (тип дома, обременение, этажность, 
вид из окна, состояние квартиры/помещения и 
т.д.), так и количественными (площадь объекта или 
земельного участка, расстояние до центра города, до 
метро, других объектов инфраструктуры и т.д.). 

Существуют различные мнения относительно раз-
биения ценообразующих факторов на классы. В кон-
тексте настоящей статьи имеется в виду разбиение 
на качественные и количественные факторы с точки 
зрения возможности представления значений фак-
тора вещественным числом (если такая возможность 
существует, то фактор является количественным). 
Совмещение в одной регрессионной модели коли-
чественных и качественных факторов представляет 
для аналитиков определенную трудность. Однако, эта 
проблема выходит за рамки настоящей статьи: здесь 
мы ограничимся только количественными (веще-
ственными) факторами. Оказывается, что такие фак-
торы, рассматривая их как случайные величины на 
множестве объектов сравнения, как правило, удается 
приблизить логарифмически нормальным распреде-
лением. Также имеются основания предполагать, что 
цены объектов сравнения также подчиняются лога-
рифмически нормальному закону распределения.

Теоретическое обоснование формирования лог-
нормальной генеральной совокупности для цен, 
образованных последовательными сравнениями, 
было приведено в работе [1]. На факт подчинения 
арендных ставок в недвижимости логарифмически 
нормальному распределению указывали еще Ай-
чинсон и Браун в 1963 году [2]. На логарифмическое 
распределение цен в недвижимости указывали и со-
временные исследователи [3]. Такой подход пока 
не является традиционным с точки зрения суще-
ствующей практики оценки недвижимого имуще-
ства, поскольку требует применения специальных 
прикладных статистических пакетов, которые не 
используются практикующими оценщиками, при-
выкшими работать с малым количеством объектов 
сравнения. В то же время быстро меняющаяся ин-
формационная среда побуждает исследователей ис-
кать новые, нетрадиционные подходы к оценке не-
движимого имущества. В качестве примера можно 
привести работы [4–9], посвященные методу гедо-

нистического ценообразования, т.е. выявления ста-
тистической связи между средней или медианной 
стоимостью жилья, внутренними и внешними цено-
образующими факторами. 

Статистическая зависимость, как правило, оце-
нивается через модели линейной, логарифмиче-
ской или частично-логарифмической зависимости. 
В целом эта же идеология положена в основу от-
чета о кадастровой стоимости [10], выполненного 
Санкт-Петербургским ГУ «Кадастровая оценка» в 
2018 году. В ряде работ используются нерегрессион-
ные модели оценки объектов жилой недвижимости: 
например, в работах [11, 12] для прогнозирования 
стоимости жилых объектов используются нейрон-
ные сети, в работах [13, 14] – методы машинного об-
учения (случайный лес, метод опорных векторов), а 
в работе [15] сравниваются результаты применения 
таких методов, как деревья решений, наивный бай-
есовский классификатор и AdaBoost. Такие методы 
требуют использования больших выборок данных. 
Другим подходом является использование индек-
сов цен. Например, в работе [16] рассматривается 
индекс цен на жилье Case-Shiller. В работах [17–19] 
исследуется индекс повторной продажи, который 
прогнозирует изменение стоимости перепроданного 
объекта, исходя из разницы во времени и изменения 
его атрибутов между первоначальной продажей и 
последующей перепродажей. Авторы работ [20–23] 
рассматривают гибридный метод, сочетающий гедо-
нистический подход и метод повторной продажи.

Основным подходом при исследовании цен-
пузырей является использование вариаций методов 
авторегрессии, примененных к усредненным ценам, 
например, в работах [24–28]. Таким образом, при-
влечение многомерных логарифмически нормаль-
ных распределений также находится в русле совре-
менных тенденций поиска нетрадиционных методов 
в оценке недвижимого имущества.

1. Оценка рыночной стоимости  
по условным распределениям  

при фиксированных значениях  
ценообразующих (количественных/

вещественных) факторов

Пусть V – цена предложения (или сделки), а  
X

1
, …, X

n
 – количественные (вещественные) цено-

образующие факторы. Пусть W = ln(V), Y
i
 = ln(X

i
 ),  

i = 1, n (тогда v = eW, X
i
 = eYi).

Рассмотрим многомерный нормальный слу-
чайный вектор (W, Y

1
, …, Y

n 
) с вектором средних  
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(
W 

, 
Y1

, ..., 
Yn

). Ковариационную матрицу запишем 
в блочном виде:

 ,

где COV – ковариационная матрица случайного 
вектора  = (Y

1
, …,Y

n 
); 

 – вектор ;

 – дисперсии случайных величин W, 
Y

1
, …, Y

n 
;

 – соответствующие коэффициенты 
корреляции. 

Тогда, условное математическое ожидание W, 
при условии Y

1
 = y

1
, …,Y

n 
= y

n 
 равно 

где . Условная дисперсия W, при ус-
ловии, что Y

1
 = y

1
, …,Y

n 
= y

n
 равна

.

При фиксированных значениях ценообразующих 
факторов X

1
 = x

1
, …,X

n 
= x

n
 наиболее вероятное зна-

чение цены предложения  (или сделки, в зависимо-
сти от того, какие цены были в исходных данных) V 
рассчитывается по формуле условной моды

         	 (1)

В соответствии с формулировкой ФЗ-135 [29], под 
рыночной стоимостью понимается наиболее вероят-
ная цена, по которой объект оценки может быть от-
чужден на открытом рынке в условиях совершенной 
конкуренции. На практике оценщики, как правило, 
используют средние арифметические, реже средние 
геометрические значения. Такие оценки могут быть 
построены как оценки условного математического 
ожидания и условной медианы:

      	 (2)

	 (3)

Таким образом, если относительно некоторого ан-
самбля количественных ценообразующих факторов 
и цен объектов сравнения удается принять в каче-
стве рабочей гипотезу о совместном логарифмиче-
ски нормальном распределении (совместном нор-
мальном распределении логарифмов) компонент 
случайного вектора, то в качестве оценки рыночной 
стоимости могут быть приняты оценки по формуле 
(1). Могут быть приняты и оценки по формулам (2) 
и (3); но при этом следует помнить, что такие оценки 
не отвечают определению рыночной стоимости, за-
крепленной в ФЗ-135.

Рассмотрим пример, в котором использованы 
данные, подобранные известными российскими 
оценщиками и опубликованные на ресурсе [30]. 
Рассматривается 40 объектов недвижимости про-
изводственно-складского назначения с локацией 
в одном регионе (г. Санкт-Петербург), выставлен-
ные на продажу в одном периоде времени. По-
скольку авторами примера обоснован отказ от ряда 
корректировок, в нашем примере мы также будем 
считать данные сопоставимыми и сравнимыми без 
дополнительных корректировок. Объекты про-
изводственно-складского назначения рассматри-
ваются как единый комплекс, состоящий из зе-
мельного участка и улучшений (зданий). Данные 
представлены в таблице 1.

Объекты сравнения рассматриваются как дей-
ствующие объекты производственно-складского 
назначения, выставленные на продажу в текущем 
использовании. Мы построим общий метод оцен-
ки рыночной стоимости (без учета скидки на торг), 
если для него заданы площади улучшений и земель-
ного участка (полученная оценка, естественно, от-
носится к тому же периоду времени, типу объектов 
и региону).

В данном случае имеют место случайные вели-
чины  – приведенная к 1 кв. м улучшений цена 
предложения,  – площадь улучшений,  –  
площадь земельного участка. Они образуют трех-
мерный случайный вектор ( , , SP ). Пусть  
W = ln(V), Y = ln(SB ), Z = ln(SP ), (тогда v = e 

W,  
SB = eY, SP = e Z ). Для трехмерного нормального 
случайного вектора ( , , ) вектор средних равен   
(

W
 , 

Y
, ..., 

Z 
). Ковариационная матрица выглядит 

следующим образом: 
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или в блочном виде:

где  ;  ;

;

 – дисперсии случайных величин , , 
; 

 – соответствующие 
коэффициенты корреляции.

Условное математическое ожидание W, при усло-
вии, что Y = y, Z = z :

Условная дисперсия W, при условии, что Y = y, 
Z = z :

Пусть заданы значения площади улучшений  
SB = sb и площади земельного участка SP = sp. В 
соответствии с введенными выше обозначениями  
Y = ln(SB), Z = ln(SP), y = ln(sb), z = ln(sp). Наибо-
лее вероятное значение цены предложения V при 
известных значениях площади улучшений и пло-
щади земельного участка рассчитывается по фор-
муле [31]:

  	 (4)

Условное математическое ожидание рассчитыва-
ется по формуле:

  (5)

Таблица 1. 
Исходные данные

Площадь 
зданий 
(кв. м)

Площадь 
земельных 
участков 

(кв. м)

Цена за весь 
объект 
(руб.)

Отношение цены  
к площади  
улучшений 
(руб./кв. м)

400 2 500 20 500 000 51 250

750 5 000 18 000 000 24 000

1 081 3 378 26 000 000 24 052

1 130 6 638 27 500 000 24 336

1 320 4 167 31 500 000 23 864

1 440 10 000 160 000 000 111 111

1 790 3 462 93 000 000 51 955

1 900 13 000 85 000 000 44 737

2 125 5 623 85 000 000 40 000

2 642 5 183 75 000 000 28 388

2 700 6 800 59 000 000 21 852

1 820 2 737 32 000 000 17 582

2 250 9 252 84 000 000 37 333

2 973 5 388 90 000 000 30 272

3 513 10 000 80 000 000 22 773

3 600 5 000 95 000 000 26 389

4 000 13 558 140 000 000 35 000

4 124 12 866 91 000 000 22 066

4 167 5 000 125 000 000 29 998

4 257 6 861 128 500 000 30 186

5 292 11 143 56 000 000 10 582

5 300 16 000 220 000 000 41 509

6 011 11 319 135 000 000 22 459

6 013 20 781 90 000 000 14 968

6 060 21 790 179 000 000 29 538

6 123 2 390 152 490 000 24 904

6 479 7 337 119 000 000 18 367

6 756 4 220 90 000 000 13 321

10 000 12 000 420 000 000 42 000

10 300 17 000 312 000 000 30 291

10 672 12 194 350 000 000 32 796

10 990 30 000 480 000 000 43 676

12 000 30 000 300 000 000 25 000

13 000 55 000 200 000 000 15 385

14 428 33 000 385 000 000 26 684

15 000 37 000 840 000 000 56 000

18 924 20 600 800 000 000 42 274

22 312 40 162 338 541 000 15 173

34 082 478 000 2 500 000 000 73 353

35 000 160 000 2 400 000 000 68 571
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Условная медиана рассчитывается по формуле:

 	 (6)

Прежде чем применить формулы (4)–(6) к дан-
ным таблицы 1 проверим, есть ли основания пред-
полагать логнормальность распределений компо-
нент случайного вектора (V, SB, SP) (совместную 
нормальность логарифмов их компонент). Для 
проверки маргинальных распределений использо-
вался параметрический тест Колмогорова–Смир-
нова. Получены следующие значения -value: 

 – цена 1 кв. м улучшений: при параметрах mean-
log = 10,3 и sdlog = 0,43 -value составляет 0,7016; 

 – площадь зданий: при параметрах meanlog = 
8,45 и sdlog = 1,02 -value равно 0,9761; 

 – площадь земельного участка: при параметрах 
meanlog = 9,3 и sdlog = 1,01 -value составляет 0,8963. 

Проверим три изучаемые случайные величины 
на совместную нормальность логарифмов. Для 
этого воспользуемся известным условием совмест-
ной нормальности: для того, чтобы многомерный 
случайный вектор имел многомерное нормальное 
распределение необходимо и достаточно, чтобы 
любая линейная комбинация его компонент была 
распределена нормально. В среде статистического 
пакета R была реализована следующая процедура:

 переменные прологарифмированы;

 полученные логарифмические значения пере-
менных центрированы и нормированы, каждая на 
свое стандартное отклонение;

 с помощью стандартной функции R runif(3,0,1) 
сгенерированы три весовых коэффициента, коэф-
фициенты нормированы на их сумму; 

 из центрированных и нормированных лога-
рифмов составлена линейная комбинация со слу-
чайными положительными коэффициентами, в 
сумме равными единице;

 полученная линейная комбинация тестиру-
ется при помощи теста Колмогорова–Смирнова 
на нормальность, результат теста в виде значения  

-value записывается в массив;

 процедура со случайной линейной комбинацией 
повторяется заданное количество раз, каждый раз 
записывается -value. Затем общий массив -value 
сравнивается с критическим уровнем (0,05).

На приведенном рисунке 1 представлена гисто-
грамма, показывающая, какие значения -value 
были получены при повторении теста 100 000 раз.

Минимальное значение -value равно 0,2867691, 
что выше критического уровня 0,05. Приведенная 
процедура 100 000-кратного повторения тестов для 
случайных линейных комбинаций компонент век-
тора (W, Y, Z) представляется достаточным основа-
нием для того, чтобы сохранить в качестве рабочей 
гипотезу о совместной нормальности логарифмов 
изучаемых переменных.

Для логарифмов переменных «Отношение цены 
к площади улучшений», «Площадь зданий», «Пло-
щадь земельного участка», указанных в таблице 1, 
получены следующие значения вектора средних и 
ковариационная матрица (таблица 2). 

Рис. 1. Результаты тестирования случайных линейных комбинаций центрированных 
 и нормированных компонент вектора (W, Y, Z) = (ln(V), ln(SB), ln(SP))  

на совместную нормальность тестом Колмогорова–Смирнова

KS test result 
distribution

0                                       0,2                                       0,4                                       0,6                                       0,4                                     1,0

Density

3

2

1

0

АНАЛИЗ ДАННЫХ И ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ



БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА   Т. 14  № 2 – 2020
53

Таблица 2.  
Средние логарифмов переменных

Отношение  
цены к площади  
улучшений ( )

Площадь  
зданий 
( )

Площадь  
земельного участка

( )

Вектор средних 

10,2993 8,4469 9,3506

Ковариационная матрица 

0,2381 0,0108 0,1467

0,0108 1,0635 0,8978

0,1467 0,8978 1,2140

Таким образом 

W 
= 10,2993; 

Y 
= 8,4469; 

Z 
= 9,3506,  = 0,2381,

WY  W  Y
= 

YW  W  Y 
= 0,0108; 

WZ  W  Z
= 

ZW  W  Z 
= 0,1467;  = 1,0635,

YZ  Y  Z
= 

ZY Y  Z 
= 0,8978;  = 1,2140.

В среде статистического пакета R реализован про-
граммный код, позволяющий рассчитать оценку 
рыночной стоимости по заданным значениям па-
раметров «Площадь зданий», «Площадь земельного 
участка» (формула (4)). Аналогичные расчеты могут 
быть выполнены для оценок по медианным значе-
ниям или по математическим ожиданиям (форму-
лы (5) и (6)). Результаты представлены в таблице 3. 

Из представленной таблицы видно следующее:

 оценка по моде всегда ниже оценки по медиане, 
а оценка по медиане всегда ниже оценки по мате-
матическому ожиданию (мнение автора: рыночную 
стоимость следовало бы определять как оценку по 
моде, в соответствии с формулировкой ФЗ-135, учи-
тывая наблюдаемые на рынке несимметричные рас-
пределения цен, площадей и расстояний);

 при постоянной площади земельного участка 
рыночная стоимость в пересчете на 1 кв. м улучше-
ний уменьшается при увеличении площади улучше-
ний;

 при постоянной площади улучшений рыночная 
стоимость в пересчете на 1 кв. м улучшений уве-
личивается при увеличении площади земельного 
участка;

 по формуле (4) может быть рассчитана ры-
ночная стоимость объекта недвижимости того же 
класса, что и объекты сравнения, для любых зна-
чений площадей улучшений и земельного участка 
(на ту же дату, для той же локации). Поскольку в 
оценочной среде нет общего единства мнений от-

носительно используемых для оценки рыночной 
стоимости числовых характеристик (мода, меди-
ана, математическое ожидание), могут быть при-
менены формулы (5) и (6), строго говоря, не от-
вечающие определению рыночной стоимости в 
соответствии с ФЗ-135.

2. Соотношение площади улучшений  
и площади земельного участка  

при известной цене предложения

В статье [30] рассматривается, в том числе, во-
прос о ценовых тенденциях на рынке недвижи-
мости производственно-складского назначения 
и зависимость рыночной стоимости от «коэффи-
циента плотности застройки» земельного участ-
ка, под которым понимается отношение площади 
улучшений к площади всего земельного участка. 
Рассматриваемая в настоящей статье модель со-
вместного логарифмически нормального распре-
деления компонент случайного вектора (V, SB, SP) 
также позволяет посмотреть на проблему форми-
рования ценовых тенденций. Отличие заключает-
ся в том, что все компоненты случайного вектора 
(V,  SB,  SP) распределены на положительной по-
луоси, т.е. для каждого заданного значения V  =  v 
можно указать наиболее вероятные значения ком-
понент SB (площади улучшений) и SP (площади 
земельного участка), соответствующие цене пред-
ложения. В отличие от предыдущего случая (оцен-
ка рыночной стоимости по заданным значениям 
SB и SP), область возможных отклонений от наи-
более вероятного (медианного, среднего) значе-
ний находится не на числовой оси, а на плоскости 
и представляет из себя (как будет показано ниже) 
вложенные множества, получающиеся из эллип-
сов рассеяния логарифмированных значений SB и 
SP при обратном экспоненциальном преобразова-
нии плоскости.  

Пусть цена предложения V  =  v известна. Требу-
ется оценить соотношение площади улучшений и 
земельного участка для класса объектов с такой на-
чальной ценой предложения, т.е. выделить объекты 
с нижней, средней и верхней ценовыми тенденци-
ями [30]. Обозначения прежние: V – цена предло-
жения, SB – площадь улучшений, SP – площадь зе-
мельного участка, W = ln(V), Y = ln(SB), Z = ln(SP)  
(т.е. V = eW, SB = eY, SP = eZ). 

По прежнему, рассматриваем трехмерный нор-
мальный случайный вектор (W,  Y,  Z) с вектором  
средних (

W
, 

Y
, 

Z
) и ковариационной матрицей
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Таблица 3.
Оценки рыночной стоимости, приведенной к 1 кв. м улучшений  

для различных значений площадей улучшений и земельных участков

Оценка РС  
по моде

Плошадь земельного участка в метрах

2 000 7 000 12 000 17 000 22 000 27 000 32 000 37 000 42 000 47 000

Пл
ощ

ад
ь 

ул
уч

ш
ен

ий
 в

 м
ет

ра
х 

400 26 247 38 298 45 058 50 049 54 096 57 543 60 568 63 279 65 745 68 014

2 400 16 938 24 714 29 076 32 297 34 909 37 133 39 085 40 835 42 426 43 890

4 400 14 605 21 310 25 072 27 849 30 101 32 019 33 702 35 211 36 583 37 845

6 400 13 327 19 445 22 877 25 411 27 466 29 216 30 752 32 129 33 381 34 533

8 400 12 469 18 194 21 406 23 777 25 700 27 337 28 775 30 062 31 234 32 312

10 400 11 835 17 269 20 317 22 567 24 392 25 947 27 311 28 533 29 645 30 668

12 400 11 337 16 542 19 462 21 618 23 366 24 855 26 161 27 332 28 397 29 377

14 400 10 930 15 948 18 763 20 842 22 527 23 962 25 222 26 351 27 378 28 323

16 400 10 588 15 449 18 176 20 189 21 822 23 212 24 433 25 527 26 521 27 436

18 400 10 294 15 021 17 672 19 629 21 217 22 569 23 755 24 818 25 786 26 675

Оценка РС  
по медиане

Плошадь земельного участка в метрах

2 000 7 000 12 000 17 000 22 000 27 000 32 000 37 000 42 000 47 000

Пл
ощ

ад
ь 

ул
уч

ш
ен

ий
 в

 м
ет

ра
х 

400 31 947 46 615 54 843 60 918 65 844 70 039 73 722 77 021 80 023 82 784

2 400 20 616 30 081 35 391 39 311 42 490 45 197 47 573 49 703 51 640 53 421

4 400 17 777 25 938 30 517 33 897 36 638 38 972 41 021 42 858 44 528 46 064

6 400 16 221 23 668 27 846 30 930 33 431 35 561 37 431 39 106 40 630 42 032

8 400 15 177 22 146 26 055 28 941 31 281 33 274 35 023 36 591 38 017 39 329

10 400 14 405 21 019 24 729 27 468 29 690 31 581 33 242 34 730 36 083 37 328

12 400 13 799 20 134 23 688 26 312 28 440 30 252 31 843 33 268 34 564 35 757

14 400 13 304 19 412 22 838 25 368 27 419 29 166 30 700 32 074 33 324 34 473

16 400 12 887 18 804 22 123 24 574 26 561 28 253 29 739 31 070 32 281 33 395

18 400 12 530 18 283 21 510 23 892 25 824 27 470 28 914 30 208 31 385 32 468

Оценка РС по  
математическому 

ожиданию

Плошадь земельного участка в метрах

2 000 7 000 12 000 17 000 22 000 27 000 32 000 37 000 42 000 47 000

Пл
ощ

ад
ь 

ул
уч

ш
ен

ий
 в

 м
ет

ра
х 

400 35 246 51 428 60 506 67 208 72 643 77 271 81 334 84 974 88 285 91 332

2 400 22 744 33 187 39 045 43 370 46 877 49 864 52 485 54 835 56 971 58 937

4 400 19 612 28 616 33 668 37 397 40 421 42 996 45 257 47 283 49 125 50 820

6 400 17 895 26 112 30 721 34 124 36 883 39 233 41 296 43 144 44 825 46 372

8 400 16 744 24 432 28 745 31 929 34 511 36 710 38 640 40 369 41 942 43 389

10 400 15 893 23 189 27 283 30 305 32 755 34 842 36 674 38 315 39 809 41 182

12 400 15 224 22 213 26 134 29 029 31 377 33 376 35 130 36 703 38 133 39 449

14 400 14 677 21 416 25 196 27 987 30 250 32 178 33 869 35 385 36 764 38 033

16 400 14 218 20 746 24 408 27 111 29 304 31 171 32 810 34 278 35 614 36 843

18 400 13 824 20 170 23 731 26 359 28 491 30 306 31 899 33 327 34 626 35 821
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или в блочном виде:

где ; ;

;

 – дисперсии случайных величин W, Y, Z; 

 – соответствующие ко- 
эффициенты корреляции.

Условное математическое ожидание вектора 
, при условии, что W = w:

              	 (7)

Условная ковариационная матрица при условии, 
что W = w:

    (8)

Пусть известна цена предложения V  =  v. В со-
ответствии с введенными выше обозначениями  
W = ln(V), w = ln(v). Наиболее вероятная комбина-
ция площади улучшений SB и площади земельного 
участка SP при фиксированной цене предложения 
рассчитывается по формуле:

В таблице 4 представлены расчетные наиболее 
вероятные комбинации площади улучшений SB и 
площади земельного участка SP для некоторых зна-
чений цены предложения.

Следует отметить, что при каждом значении цены 
предложения такая наиболее вероятная пара значе-

Цена предложения в руб. за 1 кв.м.  
приведенной площади 7 000 12 000 21 000 28 000 40 000   60 000   80 000 100 000

Наиболее вероятная пара: 

площадь улучшений в кв.м. 619 634 650 659 669 682 691 698

площадь земельного участка в кв.м. 630 878  239 1 479 1 843 2 365 2 824 3 240

коэффициент плотности застройки 0,98 0,72 0,52 0,45 0,36 0,29 0,24 0,22

Таблица 4. 
Наиболее вероятные комбинации  

площади улучшений SB и площади земельного участка SP,  
значения коэффициента плотности застройки  

земельного участка для некоторых значений цены предложения
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ний SB, SP является единственной (коэффициент 
плотности застройки в этом случае отвечает наиболее 
вероятной паре SB, SP). Попытки представить как 
наиболее удобную, с какой-либо точки зрения, дру-
гую пару компонент SB и SP означают выбор точки, 
для которой существует множество других равнове-
роятных точек, с плотностью меньше максимальной, 
и для которых коэффициенты плотности застройки, 
очевидно, будут разными. На рисунке 2 представ-
лены изображения двумерных распределений SB 
и SP для цены предложения 7 000 руб., 28 000 руб.,  

100 000 руб. (слева направо) за 1 кв. м . площади, при- 
веденной к площади улучшений.

Хорошо видно, что любая другая точка плоско-
сти SP, SB имеет множество равновероятных значе-
ний. Области таких значений при цене предложения 
28 000 руб. за 1 кв. м улучшений единого комплекса 
(земельный участок плюс улучшения) представлены 
на рисунке 3.

3. Коэффициент плотности застройки 
(отношение площади улучшений  
к площади земельного участка)

Предположим, что цена предложения (сделки) из-
вестна. Требуется оценить, каким должен быть ко-
эффициент плотности застройки при данной цене 
и известной площади земельного участка. Обратим-
ся к формулам (7) и (8). При фиксированной цене 
предложения (V = v) формулы (7) и (8) дают расчет-
ные значения условных математических ожиданий 
логарифмов площади улучшений (SB|V = v), площа-
ди земельного участка (SP|V = v) и условной кова-
риационной матрицы. Теперь предположим, что 
площадь земельного участка тоже известна. Введем 
новые обозначения для условных логарифмов пло-
щади улучшений (SB|V = v) и площади земельного 
участка (SP|V = v):

площадь 
ЗУ

площадь 
ЗУ

площадь 
ЗУ

плотность плотность плотность

площадь 
улучшений

площадь 
улучшений

площадь 
улучшений

Рис. 2. Двумерные распределения SP (площадь земельного участка) и SB (площадь улучшений) 

Рис. 3. Линии уровней равновероятных точек на плоскости  
с координатами SP (площадь земельного участка),  

SB (площадь улучшений)

(части нижних индексов “cond” означают «услов-
ное»). Рассмотрим двумерный случайный вектор 
(SB |V = v, SP |V = v) с указанными параметрами. При 
заданном значении площади земельного участка и 
заданном значении цены (в приведенном примере 
цены предложения) (SP = sp, V = v), условная мода 
величины SB (площади улучшений) равна (по анало-
гии с доказательством, приведенным в работе [32]): 
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        (9)

Условная медиана величины SP равна: 

Условное математическое ожидание величины 
SP равно: 

Предположим, что требуется оценить коэффици-
ент застройки в группе объектов нижней, средней 
или верхней ценовой категории. Такие оценки могут 
быть построены в зависимости от площади земель-
ного участка как по модальным, так и по медианным 
или средним значениям. Однако общий вид поверх-
ностей, показанных на рисунке 2, говорит о том, что 
наиболее консервативными будут оценки по мо-
дальным значениям. Оценки по медианным или 
средним значениям выглядят завышенными (при 
V = 28 000 руб./1 кв. м – примерно в 1,4 и 1,7 раза, 
рисунок 4). Предположим, что нас интересует сле-
дующий вопрос: если цена предложения 28 000 руб. 
за 1 кв. м приведенной площади, а площадь земель-
ного участка равна 30 000 кв. м, то какую площадь 
улучшений (и, соответственно, какой коэффициент 

плотности застройки) следовало бы считать адекват-
ным такой цене и площади земельного участка. Под 
коэффициентом застройки будем понимать отно-
шение оценочного значения площади улучшений к 
площади земельного участка, т.е.

 

(как вариант, , ).  

На рисунке 4 показано, что оценки по модальным, 
медианным и средним значениям могут значительно 
отличаться. Применение формулы (9) к результатам 
расчета условных параметров при цене 28  000 руб./
кв. м и значению площади земельного участка равно-
го 30 000 кв. м дает результат 7 165 кв. м улучшений, и 
тогда коэффициент плотности застройки составляет 
7 165 / 30 000 = 0,24. Таким образом, исходя из дан-
ных примера (таблица 1), другой коэффициент пло-
щади застройки при цене 28 000 руб./кв. м, площади 
земельного участка 30  000 кв.  м может пониматься 
как не отвечающий выставленной цене. Этот же ре-
зультат можно было получить применением форму-
лы, аналогичной формуле (1). В этом разделе после-
довательный учет условий (сначала цены V = v, затем 
площади земельного участка SP = sp) применен для 
того, чтобы показать, что коэффициент плотности 
застройки не является константой внутри одной це-
новой группы и даже для одной конкретной цены, и 
имеет зависимость степенного характера от площади 
земельного участка. В левой части рисунка 4 показа-
ны линии модальных, медианных и средних значе-
ний площади улучшений, в зависимости от площади 

Рис. 4. Значения площади улучшений и коэффициентов застройки  
в зависимости от площади земельного участка

25000

15000

5000

0

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2 

0

0                  2000               4000               6000                8000 0                 2000              4000              6000             8000

Площадь улучшений

Математическое ожидание
Медиана
Мода

коэффициент застройки по Математическому ожиданию
коэффициент застройки по Медиане
коэффициент застройки по Моде

Коэффициент застройки

АНАЛИЗ ДАННЫХ И ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ



БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА   Т. 14  № 2 – 2020   
58

земельного участка для случая, когда цена предложе-
ния равна 28 000 руб./кв. м площади существующих 
улучшений, в правой части – линии коэффициен-
тов застройки для соответствующих оценок площа-
ди улучшений. Из рисунка 4 видно, что при задан-
ной цене (ценовой группе) коэффициент застройки 
с приемлемой для целей оценки точностью может 
быть оценен константой только при достаточно 
большой площади земельного участка. Для участков 
с малой площадью коэффициент застройки не может 
быть оценен константой и должен изучаться индиви-
дуально с учетом площади участка.

4. Замечание об общем виде  
совместного логарифмически  
нормального распределения  

вектора (V, SB, SP)

Многомерное распределение компонент вектора 
(W,  Y,  Z)  = (ln(V), ln(SB), ln(SP)) совместно нор-
мально и обладает симметрией. Облака рассеяния 
эмпирических наблюдений будут приобретать 
вид трехмерных эллипсоидов. Точка максимума 
плотности имеет координаты, равные средним 
значениям компонент W, Y, Z. Распределение ком-
понент вектора (V, SB, SP) ассиметрично, точка 
максимума плотности не является центром симме-
трии и может быть рассчитана (см. Приложение) по 
следующим формулам:

На рисунке 5 показаны: рассеяние исходных дан-
ных и рассеяние логарифмов исходных данных, 
точка максимальной плотности в пространстве 
(V, SB, SP) c координатами V

max
 = 20 004 руб./кв.м,  

SB
max

 = 649 кв.м, SP
max

 = 1 202 кв.м, а также точка 
максимальной плотности в логарифмированном 
пространстве (W, Y, Z) = (ln(V), ln(SB), ln(SP)) c ко-
ординатами 

W 
= 10,30; 

Y 
= 8,45; 

Z 
= 9,35. На рисун-

ке черным цветом отмечены точки максимальной 
плотности: слева – в пространстве (V, SB, SP), спра-
ва – в пространстве (W, Y, Z) = (ln(V), ln(SB), ln(SP)).

Если сгенерировать 1000 трехмерных случайных 
векторов с теми же параметрами, то полученное рас-
сеяние будет иметь вид, показанный на рисунке 6. 
Слева на рисунке показано рассеяние для 1000 сге-
нерированных случайных векторов, компоненты 
которых распределены совместно логарифмически 
нормально, с теми же параметрами, что и параметры 
исходной выборки (по которым проводилось тести-
рование на совместную нормальность логарифмов). 
Справа показано рассеяние логарифмов компонент 
1000 сгенерированных случайных векторов. Черным 
отмечены точки максимальной плотности: слева – в 
пространстве (V,  SB,  SP), справа – в пространстве 
(W, Y, Z) = (ln(V), ln(SB), ln(SP)).

Очевидно, что (см. Приложение) точка макси-
мума плотности многомерного вектора (мода), 
логарифмы компонент которого распределены 
совместно нормально – единственна.  Всем осталь-
ным значениям плотности отвечают множества, 
описываемые в логарифмическом измерении по-
лыми трехмерными эллипсоидами, а в исходных 
координатах множества, отвечающие одному зна-
чению плотности, представляют собой результат 

Рис. 5. Рассеяние исходных данных (слева), рассеяние логарифмов исходных данных (справа)
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искажения (растяжения) полых эллипсоидов при 
обратном экспоненциальном преобразовании про-
странства. Таким образом, именно модальная оцен-
ка рыночной стоимости должна приводить к кор-
ректному, не создающему конфликтных ситуаций 
результату. Все остальные (не модальные) оценки 
рыночной стоимости потенциально являются ис-
точником постоянных споров относительно ры-
ночной стоимости объекта оценки.

Заключение

Рассмотрение цен объектов сравнения и значе-
ний ценообразующих факторов как многомерных 
случайных величин открывает новые возможности 
в оценке недвижимого имущества. Часто оказыва-
ется, что эмпирические наблюдения цен и соответ-
ствующих им значений ценообразующих факторов 
хорошо приближаются логарифмически нормаль-
ным законом распределения, в том числе многомер-
ным, что позволяет вывести расчетные формулы для 
различных задач оценки. Громоздкость этих формул 
компенсируется возможностями современных при-
кладных статистических пакетов (в частности, R). 
Кроме того возможность сведения расчетов к хоро-
шо изученному многомерному нормальному закону 
логарифмированием компонент делает такой выбор 
модельного распределения предпочтительным.

Условные распределения цен при известных зна-
чениях ценообразующих факторов дают возмож-
ность оценить рыночную стоимость в полном со-
ответствии с ее определением, закрепленным в 
российском законодательстве и зарубежных стан-

дартах, как точку максимума плотности условного 
распределения цен. 

Условные распределения ценообразующих фак-
торов при заданной цене предложения позволяют 
оценить адекватность цены предложения с точки 
зрения набора ценообразующих факторов. 

Вряд ли следует ожидать, что практикующие 
оценщики готовы применять приведенные в на-
стоящей статье формулы в ежедневной практике 
оценки и бизнес-анализа. Этого и не требуется. 
Однажды написанный и отлаженный скрипт (в 
статистическом пакете R или в других специали-
зированных пакетах) позволит с легкостью решать 
подобные задачи практически в режиме реального 
времени. Следует признать, что в период цифровой 
трансформации экономики и бизнес-анализа оце-
ночному бизнесу пора переходить к продвинутым 
статистическим пакетам и автоматической обра-
ботке данных. 

Приложение

Утверждение. Абсолютный максимум (мода) 
плотности случайного логарифмически нормаль-
ного вектора  достигается в точке с координата-
ми exp(  –   1), где  – вектор математических 
ожиданий логарифмов компонент,  – ковариаци-
онная матрица логарифмов компонент, 1 – вектор, 
состоящий из единиц.

Доказательство. Рассмотрим плотность много-
мерного нормального распределения центрирован-
ного случайного вектора :

Рис. 6. Результат для 1000 сгенерированных случайных векторов
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При замене переменных  = ln( ) плотность лог-
нормального распределения случайного вектора 
будет:

  где

 – Якобиан преобразования координат,

 – ковариационная матрица,  – центрирован-
ный случайный вектор. В точке абсолютного макси-
мума плотности совместного логарифмически нор-
мального распределения производная по любому 
направлению должна равняться нулю, что означает 
равенство нулю всех частных производных.

После вынесения за скобки общих множителей 
остается условие:

  или ,

где 1, –1 – векторы размерности n, состоящие из 
единиц/минус единиц).

Умножим последнее равенство слева на Σ :

Здесь E – единичная матрица (на главной диаго-
нали – единицы, остальные элементы равны нулю), 
1 – вектор, состоящий из единиц. Т.е. значения 
вектора , в котором все частные производные 
равны нулю, равны построчным суммам ковариа-
ционной матрицы, взятым с обратным знаком. 

Остается вспомнить, что  = ln( ) – центрирован-
ный случайный вектор. Если вектор математических 
ожиданий  содержит ненулевые значения, то окон-
чательное решение:

 или ).

С учетом отрицательной определенности ква-
дратичной формы, составленной из вторых част-
ных производных в точке  = exp(  –   1) (ав-
тор опускает эту громоздкую запись, ее результат 
очевиден из геометрических соображений), точка  

 = exp(  –   1) является точкой максимума плот-
ности случайного логарифмически нормального 
вектора .

Утверждение доказано.
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Abstract
The purpose of the research was to develop a market value appraisal methodology based on a set of a joint 

logarithmically normal distribution of price-forming factors. Joint logarithmically normal distribution means random 
vector component logarithms are distributed together jointly normally. This article suggests a method for appraising the 
real estate market value based on the statistical hypothesis of a joint logarithmically normal distribution and conditional 
distribution of prices with fixed values of pricing factors. The article suggests a method of offer price analysis from 
the point of view of its relevance to pricing factor values. We consider the features of the coefficient of development 
depending on the area of the land plot. Additional arguments are given in favor of estimating market value as a mode of 
conditional laws of price distribution. An example of a multidimensional log-normal distribution of prices and pricing 
factors such as the area of the improvements (improvements mean buildings and constructions) area and the land 
area in real data, i.e. for the case of a three-dimensional random vector. We present a formula for determining the 
absolute maximum density point of a multidimensional logarithmically normal random vector. The proof is given in 
the Appendix. The results obtained can be used to create information systems to support decision-making in valuation 
activities for real estate properties.
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